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Для решений линейных стационарных гибридных 2-D-систем получены интегральные пред-
ставления, ядрами которых являются решения специальных сопряженных систем, что в сово-
купности является  обобщением известного для обыкновенных систем представления формулой 
Коши. Введены определяющие уравнения исходных 2-D-систем, проанализированы их алгебра-
ические свойства и, как следствие,  получены представления решений 2-D-систем в виде рядов 
по решениям определяющих уравнений. В заключение рассмотрен нестационарный случай. 
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HYBRID DYNAMIC 2-D-SYSTEMS. REPRESENTATION OF SOLUTIONS 
The integral representations are obtained for linear time-invariant hybrid 2-D-systems solutions. 
The representations are based on special conjugated systems solutions. The result is an extension of the 
well known for ordinary differential systems representation by Cauchy formula to 2-D-systems. We in-
troduce the defining equations of the original 2-D-system and analyze their algebraic properties. As a 
result, we obtain the representations in the form of series based on their defining equations solutions.       
A nonstationary case is also considered.  
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Введение. Научно-технический прогресс в 
настоящее время стимулирует потребность более 
адекватного, всестороннего и глубокого исследо-
вания математических моделей современных 
технологических процессов. Большинство из пе-
речисленных процессов приводят к математиче-
ским моделям в виде гибридных систем [1–5]. 
Актуальными при этом оказываются как новые 
модели, так и новые методы их исследований.  
Ниже рассматриваются гибридные дискрет-
но-непрерывные системы с «многомерным» (2-
D-мерным) временем, состоящие из непрерыв-
ной и дискретной систем.  
Основная часть. 
1. Постановка задачи. Рассмотрим объект 
управления, описываемый следующей гибрид-
ной 2-D-системой в симметрической форме (по 
отношению к операторам дифференцирования 
и сдвига):  
 1 11 1 12 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ),x k A x k A x k B u kτ = τ + τ + τ   
 [0, ),τ∈ + ∞  (1) 
 2 21 1 22 2 2( , 1) ( , ) ( , ) ( , ),x k A x k A x k B u kτ + = τ + τ + τ   
 0,  1, 2, ...,i =  (2) 
где 11 ( , )( , ) x t ix t i t
∂
=
∂
 , 11( , ) ,nx t i ∈  22 ( , ) ,nx t i ∈  
( , ) ;ru t i ∈  x1(t, i), x2(t, i) – n1- и n2-векторы состоя-
ния системы; ( , )u t i  – r-вектор управляющего 
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воздействия соответственно в момент (t, i), t ≥ 0, 
i = 0, 1, 2, …; 11 12 21 22 1 2, , , , ,A A A A B B  −  по-
стоянные матрицы соответствующих размеров.  
Граничные (начальные) условия для (1) и (2) 
зададим в виде  
 1 1(0, ) ( ),x k x k=  0,1, 2, ...,k =  (3) 
 2 2( , 0) ( ),x t x t= [0, ).t ∈ + ∞  (4) 
Отметим, что гибридная система (1), (2) по 
своей структуре в некоторой степени аналогич-
на известной 2-D-модели Россера. 
Наряду с гибридной 2-D-системой в симмет-
рической форме можно рассматривать и гибрид-
ную модель 2-D-системы в нормальной форме: 
 1 11 1 12 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ),x t i A x t i A x t i B u t i= + +  
 [0, ),t ∈ + ∞  (5) 
 2 21 1 22 2 2( , ) ( , ) ( , 1) ( , ),x t i A x t i A x t i B u t i= + − +   
 0,1, 2, ...,i =  (6) 
с начальными условиями  
 1 1(0, ) ( ),x i x i=  0,1, 2, ...,i =  (7) 
 2 2( , 1) ( ),x t x t− = [0, ).t ∈ + ∞  (8) 
В дальнейшем сконцентрируем внимание на 
системе (1), (2) в симметрической форме. 
Задача. Получить явные формулы представ-
ления решений начально-краевой задачи (3), (4) 
для гибридной 2-D-системы (1), (2) в симмет-
рической форме.  
Теорема 1. Существует единственное реше-
ние системы (1), (2), удовлетворяющее началь-
ным условиям (3), (4). 
Доказательство. Существование и един-
ственность такого решения можно установить, 
интегрируя систему (1), (2) «по шагам». Действи-
тельно, на первом шаге 0k =  в силу (4) функция 
x2(·, 0) известна. Тогда, подставляя в (1), получа-ем обыкновенное неоднородное линейное диф-
ференциальное уравнение 1 11 1( , 0) ( , 0)x t A x t− =  
12 2 1( ) ( ),A x t B u t= + правая часть которого при заданном управлении известна. Решение такого 
уравнения с начальным условием (см. (3)) 
1 1(0, 0) (0),x x=  как известно, существует, един-ственно и может быть вычислено, например, по 
формуле Коши. Тогда подставляем найденное 
решение 1( , 0), [0, ),x t t ∈ + ∞  в уравнение (2) и получаем функцию 2 ( ,1), [0, ).x t t ∈ +∞  В ре-зультате определяем решение x1(·, 0), x2(·, 0) при 
0k =  и функцию 2 ( ,1),x t [0, ),t ∈ +∞  для k = 1. Аналогичные рассуждения имеют место на 
втором и всех последующих шагах при k = 1, 2, 
..., что завершает доказательство теоремы 1. 
Замечание 1. Как вытекает из доказательства 
теоремы 1, при каждом k кусочно-непрерывной 
функции 2 ( )x ⋅ и кусочно-непрерывном управле-нии ( , )u k⋅  решение 1( , )x k⋅  является абсолютно-непрерывной, а 2 ( , )x k⋅  – кусочно-непрерывной функциями переменной t, t ≥ 0, k = 1,2, … 
2. Сопряженная система и сопряженное   
соответствие. Пусть 1( )m n×  и соответственно 
2( )m n× −  матричные функции *1 ( , )X ⋅ ⋅  и *2 ( , ),X ⋅ ⋅  где число m  в разных случаях имеет различ-
ные значения, являются решением сопряжен-
ной системы:   
 
*
* *1
1 11 2 21
( , ) ( , ) ( , ) ,X t k X t k A X t k A
t
∂
= +
∂
 (9) 
 * *2 1 12( , 1) ( , )X t k X t k A+ = +   
 *2 22( , ) ,X t k A+   
 0, 0,1, 2, ...t k≥ =  (10) 
Тогда справедлива лемма 1.  
Лемма 1. Вдоль решений основной системы 
(1), (2) и сопряженной системы (9), (10) имеет 
место следующее сопряженное соответствие:  
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Доказательство. Перенося все члены уравне-
ния (1) в одну часть, умножая полученное равен-
ство слева на матричную функцию *1X  (t – τ, θ – k) и интегрируя по τ от τ = 0 до τ = t, после чего вы-
полняя интегрирование по частям в первом инте-
грале вновь полученного соотношения, получаем: 
*
1 1 11 1
0
*
12 2 1 1
*
1 1 1
*
1
1
0
0 ( τ,θ )( (τ, ) (τ, )
 (τ, ) (τ, )) (0 ,θ ) 
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t
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

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(12)
 
Перенося все члены уравнения (2) в одну 
часть, умножая полученное  равенство слева на 
матричную функцию *2 ( , ),X t k− τ θ −  суммируя по k  от 0k =  до k = θ  и сдвигая индекс сум-
мирования в первом слагаемом на 1, имеем:  
*
2 2 21 1
0
0 ( , )( ( , 1) ( , )
k
X t k x k A x k
θ
=
= − τ θ − τ + − τ −  
*
22 2 2 2 2
* *
2 2 2
0
 ( , ) ( , )) ( ,0) ( , 1)
 ( , 1) ( , 0) ( ( , 1)
k
A x k B u k X t x
X t x X t k
θ
=
− τ − τ = − τ τ θ + −
− − τ θ + τ + − τ θ − + −
* *
2 22 2 2
0
 ( , ) ) ( , ) ( , ) 
k
X t k A x k X t k
θ
=
− − τ θ − τ − − τ θ − ×  
 21 1 2 ( ( , ) ( , )).A x k B u k× τ + τ  (13) 
Суммируем в (12) по k  от 0k =  до ,k = θ  
интегрируем в (13) по τ  от 0τ =  до tτ =  и скла-
дываем полученные тождества. Получаем: 
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2 22 2
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00
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k
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или с учетом вида сопряженной системы (9), (10): 
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откуда непосредственно вытекает соотноше-
ние (11). Лемма 1 доказана. 
3. Представление решений в виде опреде-
ленных интегралов на основе решений со-
пряженной системы.  Пусть m  – произволь-
ное неотрицательное число и 0.t ≥  Пусть далее 
1 1( )n n×  и соответственно 1 2( )n n×  – матричные функции *1 ( , )X ⋅ ⋅ = *11( , )X ⋅ ⋅   и * *2 12( , ) ( , )X X⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  являются решением сопряженной системы (9), 
(10) с начально-граничными условиями 
 
1*
1
*
2
, 0,
(0 , ) 0,1, ...
0, 0,
( ,0) 0, [0, ].
nI kX k k
k
X t
+
=
= =
≠
τ ≡ τ∈
 (14) 
Здесь и в дальнейшем символ Iν  означает еди-ничную (ν × ν)-матрицу. Имеет место теорема 2. 
Теорема 2. Непрерывная компонента 1(x t −  
10, ) ( , )m x t m− = решения системы (1), (2) в точке 
( , )t m  может быть вычислена по формуле  
*
1 11 1
0
*
12 2
0
( , ) ( 0, ) (0, )
( , 1) ( ,0)
m
k
t
x t m X t m k x k
X t m x d
=
= − − +
+ − τ + τ τ +


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* *
11 1 12
0 0
2
( ( , )  ( ,
) ) ( , ) , 0, = 0,1, 2, ... 
tm
k
X t m k B X t m
k B u k d t m
=
+ − τ − + − τ −
− τ τ ≥
  
(15) 
Доказательство следует из сопряженного 
соответствия при θ m=  с учетом вида началь-
ных условий (14) сопряженной системы. 
Замечание 2. Представление (15) является 
обобщением на гибридные 2-D-системы (1), (2) 
хорошо известного для обыкновенных динами-
ческих систем представления решений по фор-
муле Коши. 
Если теперь рассмотреть вопрос о пред-
ставлении компоненты x2(t, m), то, исследуя  
сопряженное соответствие, обнаруживаем сла-  
гаемое *2 2
0
( ,0) ( , 1) ,
t
X t x d− τ τ θ + τ  содержащее 
под знаком интеграла нужную компоненту, од-
нако, чтобы его выразить из-под знака интеграла, 
приходится расширить класс функций *2X (·,0), 
разрешая их выбирать из класса обобщенных 
функций, в частности, δ-функций Дирака. 
Выберем начально-краевые условия для со-
пряженной системы (9), (10) в следующем виде: 
 
2
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1
*
2
(0 , ) 0, 0,  1,  ...,
( ,0) ( ) ,n
X k k
X t t I
+
= =
− τ = δ τ −
 (16)  
где ( )tδ τ −  – δ-функция Дирака, сосредоточен-
ная в точке , 0.t t >  
Пусть далее (n2 × n1) и соответственно (n2 × 
× n1) – матричные функции *1 ( , )X ⋅ ⋅ = *21( , )X ⋅ ⋅  и 
*
2 ( , )X ⋅ ⋅ = *22 ( , )X ⋅ ⋅  являются решением сопряжен-ной системы (9), (10) с начально-граничными 
условиями (16). Тогда имеет место теорема 3. 
Теорема 3. Компонента 2 ( , 1)x t m +  решения системы (1), (2) в точке ( , 1)t m +  может быть вы-
числена по формуле 
 
*
2 1 1
0
*
2 2
0
*
1 1
0 0
*
2 2
( , 1) ( 0, ) (0, )
( , 1) ( ,0)
( ( , )
 ( , ) ) ( , ) ,
0, = 0,1, 2,
m
k
t
tm
k
x t m X t m k x k
X t m x d
X t m k B
X t m k B u k d
t m
=
=
+ = − − +
+ − τ + τ τ +
+ − τ − +
+ − τ − τ τ
≥



 (17) 
Замечание 3. Поскольку в начальных усло-
виях (16) присутствует δ-функция, то и компо-
нента *22 ( , )X ⋅ ⋅  решения сопряженной системы 
(9), (10) будет содержать δ-функции, которые 
войдут в правую часть уравнения (9) и, таким 
образом, приведут к соответствующим скачкам 
функции *21( , ).X ⋅ ⋅  Отметим также, что функция 
*
22 ( , )X ⋅ ⋅  входит в представление (17) только под знаком интеграла. Поэтому ее влияние в фор-
муле (17) сводится к наличию соответствую-
щих скачков в двух последних слагаемых в 
этой части, а следовательно, скачков компонен-
ты 2 ( , 1).x m⋅ +  Таким образом, правая часть ра-венства (17), стало быть, и компонента 
2 ( , 1)x m⋅ +  описываются обычными (не обоб-щенными) функциями.  
Представление (17) компоненты 2 ( , 1)x m⋅ +  решения системы (1), (2) по существу также 
является обобщением на такие системы класси-
ческой формулы Коши.  
4. Определяющие уравнения. По анало-
гии с развитой для динамических систем с по-
следействием техникой определяющих уравне-
ний наряду с гибридной непрерывно-дискретной 
2-D-системой (1) рассмотрим дискретную 2-D-
систему вида  
 1 1 21, 11 , 12 , 1 , ,k i k i k i k iX A X A X BU+ = + +  (18) 
 2 1 2, 1 21 , 22 , 2 ,k i k i k i k iX A X A X B U+ = + +  (19) 
с начальными условиями 
 10, 0iX =  для 0,1, ...,i =  (20) 
 2,0 0kX =  для 0,1, ...,k =  (21) 
 , 2 2
, 0,
0, 0.
m
k i
I k i
U
k i
= =
= 
+ ≠
 (22) 
5. Алгебраические свойства решений опре-
деляющих уравнений. Имеют место следующие 
утверждения. 
Лемма 2. Верны следующие тождества: 
2
2
1 1
11 12 22 21
1 1
1 12 22 2 ,
0
( ( ) )
( ( ) ) ,
k
n
j
n k j
j
A A w I A w A
B A w I A w B X w
− −
∞
−
=
+ − ×
× + − ≡  
2 2
2
1 1 1
22 21 11 12 22 21
21
,1 12 22 2
0
( ) ( ( ) )
,( ( ) )
k
n n
j
k jn
j
I A w A w A A w I A w A
X wB A w I A w B
− − −
∞
−
=
− + − ×
× + − ≡ 
1, 2, ...,k =  
1
1
1 1
22 21 11 12
1 2
2 21 11 1 ,
0
( ( ) )
( ( ) ) ,
j
n
k
n k j
k
A A w I A w A
B A w I A w B X w
− −
∞
−
=
+ − ×
× + − ≡   
1 1
1 1 1
11 12 22 21 11 12( ) ( ( ) )
j
n nI A w A w A A w I A w A
− − −
− + − ×
1
1 1
2 21 11 1 ,
0
( ( ) ) ,kn k j
j
B A w I A w B X w
∞
−
=
× + − ≡  
1, 2, ...,j =  
, 
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2
1 2
22 2 0,
0
( ) ,jn j
j
I A w B w X w
∞
−
=
− ≡  
1
1 1
11 1 ,0
0
( ) ,kn k
k
I A w B w X w
∞
−
=
− ≡   
где 1,w w<  ,w C∈  C  −  множество комплекс-ных чисел; w1 −  достаточно малое положи-тельное число. 
Доказательство методом математической 
индукции. 
6. Представление решений в виде рядов по 
решениям определяющих уравнений. Исполь-
зуя преобразование Лапласа по непрерывной 
переменной t, z-преобразование (дискретное 
преобразование Лапласа) по переменной i, с уче-
том алгебраических свойств решений определя-
ющих уравнений можно показать, что решение 
системы (1) имеет следующее разложение в ряд 
по решениям ее определяющих уравнений: 
1
1
1 ,
1 0 0
( τ)( , ) (τ, )
( 1)!
t ki
k j
k j
tx t i X u i j d
k
−∞
= =
−
= − τ +
−
   
1
11
, 1
1 0
(0, )
( 1)!
ki
k j
k j
tX x i j
k
−∞
= =
+ − +
−
  
 
1
12
, 1 2
1 0
( ) ( , 0) ,
( 1)!
t k
k i
k
tX x d
k
−∞
+
=
− τ
+ τ τ
−
   (23) 
1
2
2 ,
1 1 0
1
21
, 1
1 1
2
0,
1
( )( , ) ( , )
( 1)!
(0, )
( 1)!
( , )
t ki
k j
k j
ki
k j
k j
i
j
j
tx t i X u i j d
k
tX x i j
k
X u t i j
−∞
= =
−∞
= =
=
− τ
= τ − τ +
−
+ − +
−
+ − +
 


 
 
1
22 22
, 1 2 0, 1 2
1 0
( ) ( ,0) ( ,0).
( 1)!
t k
k i i
k
tX x d X x t
k
−∞
+ +
=
− τ
+ τ τ +
−
   (24) 
В справедливости формул (23), (24) можно 
убедиться непосредственной подстановкой со-
ответствующих выражений для x1(t, i), x2(t, i)    в (1)–(4). 
Замечание 4.  Разложения (23), (24) явля-
ются обобщением на гибридные 2-D-системы 
(1), (2) известного для обыкновенных динами-
ческих систем 0( ) ( ), (0) ,x t A x t x x= =  представ-
ления решения 0 0
0
( )
!
k k
At
k
A tx t e x x
k
+∞
=
= =   мат-
ричной экспонентой. 
7. Нестационарные гибридные 2-D-си-
стемы. Рассмотрим нестационарную систе-   
му (1), (2): 
1 11 1 12 2(τ, ) (τ, ) (τ, ) (τ, ) (τ, )x k A k x k A k x k= + +  
 1 (τ, ) (τ, ),B k u k+  (25) 
2 21 1(τ, 1) (τ, ) (τ, )x k A k x k+ = +  
22 2 2 (τ, ) (τ, ) (τ, ) (τ, ),A k x k B k u k+ +  
 0 *τ [ , ], 0,1, ...,θ,t t k∈ =  (26) 
с начальными условиями 
 
1 0 1 2 2
0 *
( , ) ( ), (τ, 0) (τ),
τ [ , ], 0,1, ...,θ.
x t k x k x x
t t k
= =
∈ =
 (27) 
Изучим для определенности вопрос об обоб-
щении формулы (15) типа Коши для компонен-
ты 1( , )x t m  на случай системы (25), (26). Перенесем все члены уравнений (25), (26)     
в одну часть, умножим полученные равенства 
слева соответственно на матричные функции 
*
1 *( , , , )X t t kθ  и *2 *( , , , ),X t t kθ проинтегрируем по 
τ  от τ = 0 до τ = t и просуммируем по k от k = 0 
до k = θ, сложим образовавшиеся тождества, по-
сле чего выполним интегрирование по частям    
и сдвиг индекса суммирования в соответствую-
щих слагаемых полученного соотношения, по 
аналогии с доказательством леммы 1 получаем:  
)
*
0
*
0
θ
*
1 * * 1 *
0
θ
*
1 * 0 1 0
0
*θ
*1 *
1 * 11
0
*
2 * 21 1
* *
2 * 1 * 12
0 ( ,θ, 0, ) ( 0, )
( ,θ, 0, ) ( 0, )
( ,θ, , )  ( ,θ, , ) ( , )
 ( ,θ, , ) ( , ) ( , )
( ( ,θ, , 1) ( ,θ, , ) ( , )
k
k
t
k t
t
k t
X t t k x t k
X t t k x t k
X t t k X t t k A t k
t
X t t k A t k x t k dt
X t t k X t t k A t k
=
=
=
=
= − − −
− + + −
 ∂
− + + ∂
+ +
+ − −




*
0
*
0
*
0
θ
0
*
2 * 22 2
*
2 * 2
*
2 * 2
θ
*
1 * 1
0
*
2 * 2
 ( ,θ, , ) ( , )) ( , )  +
( ,θ, ,θ) ( , θ 1)
( ,θ, , 1) ( , 0)
( ( ,θ, , ) ( , )
 ( ,θ, , ) ( , )) ( , )) ,
t
t
t
t
t
k t
X t t k A t k x t k dt
X t t x t dt
X t t x t dt
X t t k B t k
X t t k B t k u t k dt
=
−
−
+ + −
− − −
− +
+



 
 
и, как следствие, при θ = m имеет место тео-
рема 4. 
Теорема 4. Компонента 1( , )x t m  решения системы (25), (26) в точке ( , )t m  может быть 
вычислена по формуле 
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*
1 * 11 * 0 1 0
0
( , ) ( , , 0, ) ( 0, )
m
k
x t m X t m t k x t k
=
= + + +  
*
0
*
12 * 2( , , , 1) ( ,0)
t
t
X t m t x t dt+ − +  
*
0
*
11 * 1
0
*
12 * 2
( ( , , , ) ( , )
 ( , , , ) ( , )) ( , ) ,
tm
k t
X t m t k B t k
X t m t k B t k u t k dt
=
+ +
+
  
* 0 , = 0,1, 2, ...,t t m≥  
где * *11 1( , , , ) ( , , , ),X X⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ * *12 2( , , , ) ( , , , )X X⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  –  
решение сопряженной системы 
*
*1 *
1 * 11
( , , , ) ( , , , ) ( , )X t t k X t t k A t k
t
∂ θ
+ θ +
∂
 
*
2 * 21 ( , , , ) ( , ) 0,X t t k A t k+ θ =  
* *
2 * 1 * 12( , , , 1) ( , , , ) ( , )X t t k X t t k A t kθ + = θ +  
*
2 * 22 *( , , , ) ( , ),  , , 1, ...,0,X t t k A t k t k+ θ τ ≤ = θ θ −  
с граничными условиями вида  
1*
1 * *
, ,
( , , 0, )    0,1, ..., ;
0, ,
nI k mX t m t k k m
k m
=
− = =
≠
 
*
2 * 0 *( , , , 1) 0, [ , ].X t m t m t t+ ≡ τ∈  
Заключение. Для линейных гибридных 2-D-
систем в симметрической форме получены яв-
ные представления решения на основе сопря-
женных систем и путем разложения в ряды по 
решениям определяющих уравнений таких си-
стем. Полученные результаты могут быть ис-
пользованы в задачах оптимизации на траекто-
риях таких систем. 
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